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Abstract
This dissertation aims to discuss the theoretical aspects nonparametric statistical analyses
such as the kernel density estimation (KDE) and the local polynomial regression (LPR) for
directional data. Directional data are the observations that have a periodic variation such as
energy demands for twenty-four hours. This dissertation provides the theoretical properties
of the KDE and LPR employing a kernel class proposed Hall et al. (1987). Its KDE has
some good properties: (i) The convergence rate of the mean integrated squared error (MISE)
of this is improved by employing a p-th order kernel that can vanish the lower moments than
p-th. (ii) The estimators of the optimal smoothing parameter of this are consistent with
its parameter. Its LPR has some advantages: (i) Raising the order p of its polynomial
improves the convergence rate of the conditional weighted MISE of this. (ii) Even if this
has multivariate linear-torus explanatory variables, the convergence rate of its conditional






















本稿では，ノンパラメトリック統計解析のうち，カーネル密度推定量 (KDE: kernel density
estimation)とノンパラメトリック回帰の理論的性質の理論研究を行った．本稿の主要な貢献は，











(1) カーネル K が p 次オーダーカーネルであるならば，平均積分二乗誤差 (MISE: mean





ど KDEの推定精度は高いことを意味する．また，p次オーダーカーネルとは，カーネル K の
モーメント αj(K) :=
∫
xjK(x)dxに関して 0 < j < p次の αj(K)が 0となるようなカーネル
のことを言う．つまり，(1)の性質は，高次の p次オーダーカーネルを用いることで，MISEの
収束レートをMISE = O(n−2p/(2p+1))に改良可能なことを意味する．
(2)の性質の高次オーダー KDEとは，MISE = O(n−2p/(2p+1))を達成可能な KDEのことを
意味する．通常の KDEは，Jones and Foster (1993)による加法型構成法や Terrell and Scott




小二乗クロスバリデーション法 (LSCV: least squares cross validation) 法やダイレクト・プラ
グイン法 (DPI: direct plug-in rule)が挙げられる．
Di Marzio型カーネル密度推定量 (2章)
2章では Di Marzio et al.(2011)が提案した Di Marzio型 KDEの理論的性質に関する議論を
行った．Di Marzio型 KDEとは，Di Marzio型カーネル族を採用した KDEのことを言う．そ
の特徴はカーネルのモーメントを sine型モーメント ηj(Kκ)とし，低次の sine型モーメントが
0となる sine型 p次オーダーカーネルを用いた点にある．
2 章の中心的成果は，代表的な円周上の密度関数の一つである巻き込みコーシー (WC) カー
ネルを採用した KDE の漸近正規性とその MISE を導出したことである．Sine 2 次オーダー
カーネルである巻き込みコーシー (: wrapped Cauchy)カーネルは，その MISEの収束レート
が O(n−2/3) となる．これは 0 次オーダー KDE の収束レートに過ぎない．同じ sine 2 次オー
ダーカーネルに含まれるフォン・ミーゼス (VM:von Mises)カーネルの MISEの収束レートは
O(n−4/5)であり，2次オーダー KDEの収束レートである．両者の収束レートの違いは，同じ
sine 2次オーダーカーネルであってもそのMISEの収束レートは異なることを示している．Di
Marzio et al.(2011)自身も高次の sine型 p次オーダーカーネルの中にバイアスを改良できない
ものが含まれていることを指摘している．この２つのことから (1)の性質が成り立たないことが
分かる．
また，Di Marzio et al.(2011)は，VMカーネルに関しては 4次以上の高次オーダー KDEを
構築可能であることを示している．しかし，ほかのカーネルに関しても (2)の性質が成り立つか
は分かっていない．方向統計学の KDEにおいて平滑化パラメータに関する理論的性質を議論し
た研究は，筆者の知る限り存在しておらず，Di Marzio型 KDEは (3)の性質を満たさない．
Hall型カーネル密度推定量 (3,4章)
3章と 4章の目的は，(1)–(3)の性質を満たす方向統計学における KDEを考案することであ
る．筆者は，Di Marzio型 KDEの問題点は Di Marzio型カーネルと sine p次オーダーカーネ
ルを採用したことにあると考えて，Hall型カーネル族を採用した Hall型 KDEを提案した．
3 章は Hall 型 KDE の MISE の改良方法について議論した．Hall 型カーネル族の良い性質





稿は，0 < l < p次のモーメント µl(L)が 0となるような新しい p次オーダーカーネルを定義す
ることで，p次オーダーカーネルに関するバイアスを改良可能なことを示した．また，この性質
を用いて，p次オーダーカーネルを採用したときのMISEがMISE = O(n−2p/(2p+1))となるこ
とを証明した．また，Hall 型 KDE は，加法型構成法と乗法型構成法を 2 次オーダーカーネル
(KDE)に適用することで高次オーダー KDEを構築できる．以上の議論から Hall型 KDEは，
(1)と (2)の性質を満たすことが分かる．
4章では Hall型 KDEに関する平滑化パラメータ推定量の理論的性質を議論した．4章で扱っ







(4) LPRの多項式の次数 pが 1であるならば，MISE = Op(n−4/5)となる．
(5) 高次の次数 pを選択すればMISEを改良可能である．
(6) MISEが次元数に依存するという「次元の呪い」の性質を持つ．
(4)と (5)は LPRの説明変数が 1次元のときの性質であり，(6)は LPRの説明変数が多次元
のときの性質である．標準的な LRRは誤差基準として重み付条件付MISEを用いているが，重
み付条件付MISEのことを単にMISEと表すことにする．
(4) の性質は，1 次のときの LPR を局所線形回帰 (LLR: local linear regression) と呼ぶが，
LLRのMISEの収束レートは Op(n−4/5)となり，2次オーダー KDEの収束レートに対応する．







5 章では方向統計学における局所多項式回帰の一つである sine 型 LPR を扱った．主に，Di
Marzio et al. (2009) が与えた Di Marzio 型 LPR の理論的性質について議論している．Di
Marzio 型 LPR は，Di Marizo 型カーネルを採用した sine 型 LPR のことを指す．特に，5 章
は，説明変数がスカラーな角度変数であるときを対象とし，Di Marzio型 LLR(p = 1の場合)に
VMカーネルとWCカーネルを適用したときの理論的性質を与えた．
Di Marzio型 LPRは VMカーネルを適用した場合はMISE = Op(n−4/5)となり，これは (4)
の性質を満たす．一方，WCカーネルを適用したときのMISEの収束レートは Op(n−2/3)とな
り，これは (4)の性質を満たさない．また，高次の場合に関する Di Marzio型 LPRのMISEの
収束レートは未解決問題であり，(5)の性質を満たさない．7.1節で議論したように Di Marzio
型 LLRは，説明変数がトーラス Tq 上で与えられるベクトルや実数・円周 Rd ×T上で与えられ
るとき，そのMISEの収束レートは不明であり，(6)の性質を満たさない (トーラス Tq と実数・
円周 Rd × Tの空間に関しては，図 1を参照にすること)．
Hall型局所多項式回帰 (6章)




次数 pが奇数のとき，MISEの収束レートは Op(n−(2p+2)/(2p+3))となる (pが偶数の場合は省
略)．つまり，p = 1のときはMISE = Op(n−4/5)であるが，高次の pを選ぶことでMISEの収
束レートを改善できる．したがって，Hall型 LPRは (4)と (5)の性質を満たす．
方向統計学における多変量線形回帰 (7章)
7章では，方向統計学における多変量 LLRの理論的性質の解明に取り組んだ．対象としたの
は，説明変数が実数・トーラス Rd×Tq 上の d+ q次元ベクトルとなる実数・トーラス上の LLR
である．実数・トーラス上の LLRは，Di Marzio et.al(2009)のトーラス Tq 上の LLRや Qin
et al. (2011）の実数・円周 Rd × T上の LLRを含む一般的な定義であるという特徴がある (図











Qin et al. (2011)
(シリンダー) Ruppert and Wand (1994)








表 1: 多変量局所線形回帰 (LLR)のMISEの収束レート．
多変量 LLRの種類 標本空間 MISEの収束レート
実数・トーラス上の LLR Rd × Tq Op(n−4/(d+q+4))
トーラス上の LLR Tq Op(n−4/(q+4))
実数空間上の LLR Rd Op(n−4/(d+4))
実数・円周上の LLR Rd × T Op(n−4/(d+5))
結論 (8章)
8章では，7章までの議論に基づいて，先行研究であるKDEや LPRに Di Marzio型カーネル
を用いた Di Marzio型 KDE・Di Marzio型 LPRと比較することで，Hall型カーネルを用いた













表 2: 方向統計学における KDEの性質の比較．©：当てはまる，×：当てはまらない，△：VM
カーネルのみ当てはまる．
KDE 標準 Di Marzio型 Hall型
標本空間 R(実数) T(円周) T
(1)：p次オーダーカーネル⇒ MISE = O(n−2p/(2p+1)) © × ©
(2)：2次オーダーカーネルから高次オーダー KDEを構成 © △ ©
(3)：平滑化パラメータ推定量の収束レートを導出可能 © × ©
表 3: 標準的な LRRと Di Marzio型 LPRの性質の比較．©：当てはまる，×：当てはまらな
い，△：VMカーネルのみ当てはまる．
LPR 標準 Di Marzio型 Hall型
(4): p = 1⇒ MISE = Op(n−4/5) © △ ©
(5): 高次の p⇒MISEの収束レートの改善 © × ©
(6): 次元の呪い (MISEが次元数に依存) © × ©
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士後期課程の 3 年間に学会発表、シンポジウム等での研究発表も 10 件を越え、活発な研究活
動に邁進している。また、論文審査、審査委員との質疑でも的確な返答をしている。以上の研
究業績、審査結果を踏まえ、博士（経済学）を授与することを認めます。 
